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Serielle Korrelation

Serielle Korrelation

Korrelationstrukturen im LLMM (Bsp. mit n; = 3):
o2 0 0
o Conditional independence: X; = 0 o2 0
0 0 o?
o serielle Korrelation: €; = €(1); + €(2);, €)i L €@

mit Cov(€(2);) = 72H; und somit £; = 7?H; + 02l,,,.

Spezialfille:
0’% g2 02
o Compound symmetry: ;= | 02 07 o5
02 092 O‘%
2
of 01 013
o Unstructured: X; = | o012 03 ox

2
013 023 O3

P

o AR(p)-Prozess: €; = Y px€i_ + ¢ mit weiBem Rauschen ¢
k=1

o Monoton abnehmende Funktion g(-) als Korrelationsstruktur
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Serielle Korrelation

Serielle Korrelation

Modell mit serieller Korrelation und Funktion g(+):

Wahle hji = g(|tij — tik|) mit g(-) monoton sinkend mit g(0) = 1.

Wahl von g(-):
o Gingige Strukturen:

Exponential : 72g(u) = 72exp(—¢pu)
GauB : 72g(u) = T2 exp(—pu?)

aus der Power exponential family
o Alternativen: Matérn-Familie, Fraktionelle Polynome
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Serielle Korrelation

Serielle Korrelation

Das Semi-Variogramm:
@ Motivation:
- Ist eine allgemeinere Korrelationsstruktur als X; = o1, ndtig?
- Wie sollte die Korrelationsstruktur aussehen (vor Modellschatzung)?
- Ist die spezifizierte Korrelationsstruktur sinnvoll (nach Schitzung)?

@ Semi-Variogramm zur Charakterisierung der Kovarianz:
(i.A. nur fiir stationdre {Y(t),t € R})

o(w) = SEILY(8) ~ V(¢ — )]

mit u dem absoluten zeitlichen Abstand zweier Beobachtungen.
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Serielle Korrelation

Serielle Korrelation

Das Semi-Variogramm:

@ Modell nur mit einem Random Intercept:
T
Yijp =% B+ bi+ ey + €@
Betrachtung von YUC = Yj— x,-jTﬂ als stationdrem Prozess liefert

v(u) = 0 + 72(1 — g(u)).

Eigenschaften:
e Abnehmendes g < steigendes Semi-Variogramm
o Nugget-Effekt: v(0) = o
o lim v(u)=0c?+72< Var(Y§) = d®>+ 0%+ 12

u—o0

@ Modell mit Random Slopes: YUC nicht mehr stationar
= Semi-Variogramm nicht anwendbar!
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Serielle Korrelation
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Serielle Korrelation

Serielle Korrelation

Das empirische Semi-Variogramm:
Datenbasierte Schatzung des Semi-Variogramms anhand der Residuen

Vorgehen fiir Random Intercept-Modell:
1) Schatze das lineare Modell Yj; = x,-JTB + €jj mittels KQ-Schatzung
2) Berechne vy = %(ru — rix)?
zwischen Residuenpaaren (rjj, rix) am gleichen Subjekt
UTA
3) Plotte vjjx gegen zeitliche Abstande u = |t;; — tj|

4) Glatte (u, vjj) (z.B. per LOESS) und erhalte dadurch das empirische
Semi-Variogramm ¥(-)

und mit rj = y;; — x

Vorgehen fiir Modell mit Random Slope:
= Betrachtung der subjekt-spezifischen Residuen
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Modelldiagnostik

Maogliche Residuen:
@ Populationsspezifische Residuen: y; — X,-,[A3
Problem: Residuen sind korreliert und heteroskedastisch
o Subjektspezifische Residuen: y; — X;3 — Z;b;
Problem: b; abhangig von Annahmen (Normalitét, Varianzstruktur)

= Deshalb: Betrachtung von transformierten Residuen

Transformierte Residuen: rf = L 'r;
mitr; =y; — X,-,@ und der Cholesky-Zerlegung V= L,-L,-T.
= r; approximativ unkorreliert mit Mittelwert 0 und Varianz 1

= Plotten der r} gegen den transformierten Pradiktor ﬂZ- = Li_IX,-B,-
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Modelldiagnostik

Wiederholung: Cholesky-Zerlegung
Eindeutige Zerlegung der Matrix A durch eine untere Dreiecksmatrix L:

A=LL"

Méoglich fiir jede symmetrische, positiv definite n x n-Matrix A.

Warum funktioniert das Dekorrelieren durch L?
Vi=LL/, =Ltvt =,
Cov(r;) = Cov(Ll._lr,-)

=E((L;'r)- (L ')T)

= E(L LT = LR LT

=L Cov(r)L; M =T =1,
*: da Cov(X) = E(XXT) — E(X)E(XT) und E(L; *r;) = L, 'E(r;) = 0.
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Modelldiagnostik

Ermitteln auffalliger Subjekte:
Durchfiihrung je eines Tests pro Subjekt: d; = r;f‘TrT 2 X%i

Beachten: p-Werte < « werden in a/N Fallen erwartet

Uberpriifung der Kovarianzstruktur:
r; sind unkorreliert mit Mittelwert 0 und Varianz 1
=- Semi-Variogramm sollte bei korrekt spezifizierter Kovarianz

zufallig um 1 streuen
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Wiederholung: GLM
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Wiederholung: GLM

Wieso Generalisierte Modelle?
Da Response teilweise nicht metrisch oder NV-Annahme nicht optimal

Beispiel I: Binadrer (0/1) Response
Y;: Person i kauft bestimmtes Produkt ja/nein

Beispiel Il: Zihldaten als Response
Y;: Anzahl an epileptischen Anfallen von Person i in bestimmtem Zeitraum

Umsetzung: Betrachtung von Verteilungen aus der Exponentialfamilie

= einheitliches Framework (Schatzung, Inferenz, etc.)
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Wiederholung: GLM

Betrachtung von Verteilungen aus der Exponentialfamilie:

F(y18,6) = exp {2010

mit natiirlichem Parameter 0, Skalen- bzw. Dispersionsparameter ¢,
Funktionen 9 (-), c(-,-).

ey

Eigenschaften der ersten beiden Momente:

EY) = nu = /()
Var(Y) = o = ¢u'(0)
U ( 1 (1)) = pv(p),

mit v(u) der Varianzfunktion.
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Wiederholung: GLM

Notation:
@ Stichprobe mit i = 1,..., N Beobachtungen
@ Y;: unabhingige zufallige ZielgroBen
@ x;: Vektoren der p Kovariablen

Annahmen:
o Y; ~ Expo-Fam.(6;, $)
e Darstellung von E(Y;) = u; durch Responsefunktion h(-):

pi = h(n;) = h(x{ B)

(bzw. Darstellung durch zugehérige Linkfunktion g(-) = h™1(%)).

Anmerkung: Benutzung des natiirlichen (kanonischen) Links
h(-) = '(-) fiihrt zu linearem Zusammenhang 0; = x/ 3.
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Wiederholung: GLM

Notwendige Komponenten fiir Definition eines GLM:
1) Verteilungsannahme:

Y; ~ Expo-Fam.(6;, ¢)
2) Systematische Komponente: Spezifizierung des linearen Pradiktors
ni =x/ B.

3) Linkfunktion: Wahl der Linkfunktion g(-)

g(wi) = mi
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Wiederholung: GLM

GLM mit Normalverteilung - Y; ~ N (p;, 0?)

flyi) = exp{ ; <y, U“') Iog(\/27m2)}

yibi —13/2 ¥} /o
:exp{ 02 wi —2(; — log( 2#02)}.

NV gehért zur Expo-Fam. mit 6; = p;, 9(0;) = 6?/2 und ¢ = 2.

e Verwendung der Varianzfunktion v(p;) =1

@ Verwendung der Identitat als natiirliche Linkfunktion:

g(w) =pi=n=x/p
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Wiederholung: GLM

GLM mit Bernoulliverteilung - Y; ~ B(r;)

f(yi) =exp {yi log (1 MM ) + log(1 — Mi)} :

- Mi

mit pj = ;. B(m;) gehodrt zur Expo-Fam. mit 6; = log (1@“[)
Y(6;) = log(1 + exp(6;)) und ¢ = 1.

e Varianzfunktion: v(u;) = pi(1 — i)
o Logit-Link als natiirlicher Link:

) =y = _SPTB)
= P(Y=1x)=m= 1+ exp(x/ B)
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Wiederholung: GLM

GLM mit Poissonverteilung - Y; ~ Po();)

f(yi) = exp{yilog pj — pi — log yi'},

mit pu; = Aj. Po(\;) gehort zur Expo.-Fam. mit 6; = log(u;),
¥(0;) = exp(0;) und ¢ = 1.

e Varianzfunktion: v(u;) = p;j

@ Log-Link als natiirlicher Link:

g(pi) = log(ui) = x/ B
= ;= exp(x] B).
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Wiederholung: GLM

Ubersicht der betrachteten Spezialfille:

Verteilung ¢  Varianzfunktion  natiirliche Linkfunktion

Normal o® v(p)=1 w = (ldentitat)
Bernoulli 1 v(p) =pu(l—p) log (1"“) =1 (Logit)
Poisson 1 vp)=un log(n) =1 (Log)
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Wiederholung: GLM

ML-Schatzung:
1) Likelihood fiir unabhingige Beobachtungen:

N
- [Tew |22 s 0],
i=1

mit 6; abhingig von 3.
2) Log-Likeliood:

N N
B.o Z — VO + 3 ey 9).
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Wiederholung: GLM

ML-Schitzung:

3) Ableiten nach 3 und Nullsetzen (a% = 0) — Score-Gleichungen:

N 96, ,
SB) =) 93 lyi —¢'(6:)] = 0.
i=1

4) Unter Benutzung des natiirlichen Links ergibt sich schlieBlich:

N

S %l — i) = 0.

i=1
(gilt fiir alle Verteilungen aus der Exponentialfamilie!)

= L&sen der Gleichungen fiihrt zu BML
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Wiederholung: GLM

Wiederholung: GLM

Alternative Formulierung der Score-Gleichungen:

wird spater bei GEEs (Generalized Estimating Equations) benétigt

N 96, ,
S(B) = Z 8 lvi —¢'(6;)] = 0.
i=1

Aus pj = '(6;) und v; := v(;) = ¢"(0;) folgt

i nip 90 _ 90
op 055 = vigg
und somit
! Opi 1
SB) = 28" lyi — ] = 0.
i=1
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Wiederholung: GLM

ML-Schitzung:
Meist Optimierung durch iterative Algorithmen notwendig.

Newton-Raphson-Algorithmus:
@ Univariater Fall: Minimum von f(x) bestimmen (mit Startwert xo)
(< Nullstelle von f’(x) bestimmen)

f'(xn)
Xp+1l = Xn — f”(Xn)’ n 2 0

X4 Xo
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Wiederholung: GLM

Newton-Raphson-Algorithmus:
e Multivariater Fall: Minimum von f(x) bestimmen

Xpt1 = Xp — H*1Vf(xn)

. . . 2
mit H = V2f(x,) der Hesse-Matrix mit Elementen H, ; = %
iOXj

o Fisher-Scoring: Spezialfall von Newton-Raphson

Verwendung der Fisher-Information (EW der Hesse-Matrix) anstelle
der Hesse-Matrix. Fiihrt u.a. zu schnellerer Berechnung.
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